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Theorine 7 .
1 .2 /Diagonalisation matrices symétriques

Soit At Mun() . [Important)

1) Si A = AT et V,52t sont des rect. propres

de A associés à des val . propres 11 . 72 unal
ar X

1 #12 (val . propres distinctes & & pour

alors
, 1 N2 A=AT

/donc Les espaces propres Ef
,

et Exz sont

Orthogomaux)
2) A est orthogonalement diagonalisable O A=AT/R)
3) Si A=AT , alors Y

i) Toutes les val , propres de A sont réelles

En particulierA possède n valeurs propres t
comptées avec leur multiplicité 3
Le sont les racines de Calt))

ii) teSpc(A) <R (d I val propre den)
ona dim (Ex) = mult(t)

iii) En c En Si 17M



4) Si A=AT on a la décomposition spectrale deA

A = 1
,
4

,u+ 144 +... + Amunu *

our <Upgun) est une base outhonorme Cordonna

de IR" et u; est un vecteur propre
de A

associé à la valeur propre Xie Spc(A) .
Rappel

(Fin The .
1

.2) ~

explication de :

comme A-AT dlaprès 2) A est
orthog . diagonalisable : ppt

-

7 P orthogonale
-> Muxn(t)

(PTP=In=ppT
7 D diagonale

telles ge A= PDPT donc prosons↑ &

P = (4 , % . - - (un) où Kit est tra

Ui recteur propre associé à ; ERM
de A

(4 , 5- -- ,un) forment we base orthonomes
Cordonnées de 1.



et D =( an) où Ai val. propre
associée àUi

placés dans l
telles que mäne orde

.

T

A
= ((0) ... (0) + x2(0(42) (0)+..+ (1) pT
② 4, 4 ,u +... + Annu

(pour c : (0. (1%) = i)
Fin explication
Thi71

.

2.



Rem7
.
1.3 Dans l'ecritureAu

i= 1

chage sommant est une matiie non

VitIR"=MaxR) , uizMR) on a

rivi = 11Vill= 1 car les un unitaires

(normes)
Il

U · u i

Vue MC) matrice carée de rang1

et uut est la projection orthegonde
de R" sur vectqui] = Seuilte]

En effet, prenons wE" ta lull =1

nus= (4) ( ... un) = (u(uu) ... ( le
T -

Collunt)
rangjunt) = 1 = Vect(u)



et (uut) =cuisi
=(un/unu) ... (en) (
= x

,4,u + 24zu +... + x4y4

= (xq4 ,
+ --- +xn)u =(-u)u

.U
-or proj(= U .U

U or icu .u =1

donc [uuT] = proju(x)

/ Paunt verifie puislunt]-ulltuut
2

= uuT = P)
EX 7

.

1
.
4

A =( & A=AT Im A
est orth

.

diagon.

Rem Somme des ligres - 3-

=> =3 est vali propre et v= (n)



·n(t) = det (A-tIz) =

= act /o -t
-2 - 1

&-2 Gut - 1

2, l
- - 1 5-t

5-t

&eIntit
== (3-t) det [21-1

st

-
6 - t - 1 (

(t-3) 1 1 1

=-3) det[20 (4
2

,
->2 ,+by 11 M

= It-3) (6 -t) det- G↑ I
dir . pu
fem eigne = (t=3) (6- t)(t-8)

Spc(A) = (3, 6 ,8]



Base de R formée de vect- propres de A
calculs

1 ,= 8 = vi = (1) EgsVect(i)

*= 6 => v= (1) Egre[2]
Xz=b =0

v= (1) Eg=vea(i)]
↑
A=AT

10 1,02 ,53] base ethogonale de ↳
3

formée de rect . propres deA

pas orthonormée
-

=
4= )

"= (i)
s

↑ s not orthogonde
E 256 Es

I
p
+
p = Iz

-v -

un 12 by



D = (8 J et A = PDPT

on encore

A = 84
,4 + 6uz42 +34u

↑ décorpo spectrale
derAr

=E (j) +110)
- ()
=
=()

. Fin z .
14.



Rel : si AAT [AzMm)
on aboy

det +2 ·/Ay) =y
(carA=AT)

on doit encore étudier

la gestion xxzo ? Fez"
~

eTAx
Pour étudler cela on introduit la ration da

G7.
2 Formes quadratiques

Bf7 .

2 . 1 : Si V posside we fonction

VXV -> R qui crifie 1) 2)3)
(n ,v) #- now =<Ulv] dei

on définit Vot V

9(x) = Tex = (x(x) = (x,)
cela fournit we fonction , appele fore

quadratique
-

9 : V -> R associé à

x +> q(x) 2 , 7



si g(xxy = (xx) · (xx) = ** 32 .x
=x g(x) .

Ex 7 .
2 .2 :

V =R A=ATe Mun(R)

1) posons 9p(x) = > . x =Ax FactRY
A
-

ER
c'estwe forre quadratique sur Ah

Rem 9a(ti) eiziere rect-

&- etAli = Air (
base avulge

Aej = Aij

1) A = In glete=
=x+... +x = ((x)12



1) A= fE) 962) pour=

&A (4)
= xTAx = (x ,2)(E)()
= (px)(3)
= 3xY- 4x32 + 25
-

↑ terreitte

terres-
diagonaux

2) VERx= (2) posons

9 (x)=5x+Bx2 +20032+82
↑ ypotlorogira

écrire q(x) = xAxa terres
de degré 2

en 3mixtes variables.

pour A= AT - Maxy(IR)



on prendA =faO 42

no jew see

3) Etant donnée une f -9 q :
/R-R

et etR" fixé on peut l'archer a li

x= (1) g() = 5 +3 +2 - 1 +8 = 17 .

En ex .72.2 .

Déf . 7
.

2 .3 : scER" inconnue

on appelle chargement de variable (linéaire)
we relation = Py ou PE Maxnt]

(y = px) inversible

NB : y = [x]y
où B = base forriz des colonies

( IdeP

Y =Pa
P = PBz E= base colge

~



Thm 7 .
2

.4 : The des axes principaux
d'une forme quadratique

(Important)
Soit A =AT EMxn(R)
alors 7Porthogonale & Maxn(R)

tq .

Le chang .

de variable c =Py (y=PTx)
transforme la forma quadratige

9p() =TAx en

9p(y) = yT Dy

quil est we forme quadratige (sans terres mixtes)
diagonale cad 9 p(y) =yT(1)Y

=by --- + Anym
Les colonies de P

sont appulées les aves prind pax de
La formeqp(x) = xTA22 .



idez de démo : A= AT A est outh . diag.
-

The

Donc JP orthogonale et D diagonale
te A = PDPT (i . e D = PTAP)

Posons o =Py ,

alors

2
&( =eAx =(Py)TA(Py)

= yTPAPy = yTDy = q(y) .

D cqfd .

Exemple 7 .
2

.5 AtMaxzR) A=AT

Pour CER on peut monther ge l'ensemble

(xE/9 = 2) est
Y

TAx

ellipse carde)solt - hyperbole-
- deux doites sécantes↑ us point

p



Si A est diagonale , A= (*)
9 (2) = Gx+Bxz
↑

a= (2) val. propres deA
cerdesi 20

4= 1
, B = 1 x+2 =

a _ point sico

& si co

a=1 B =-1x-x = c

S 2=0 x=x

*
Supposons A inversible 0 GB + 0

· 230 Bo on aare ellipse droite

pour 2= 1
<
-10,

[10) ↑ # ,0)
O O -x+ Bx2= 1 - 3

=0 =E
·

10 ,-
axes

principaux



·

sinon coEthyperbole drolte

Gx?+Dx2=1

(2)
ex 7 .2 .6 5x - 4xp+ 5x2 = 48--

-

-

Ax

où A=[ )= Ar SpiSp)= (3 ,7)

↑ =3 u = (xu=[
41242 P =(1) orthogonale ·

le chang . 2= By trasfire appa en
y = PTx

xTAx = yTDy = yyy+732 = 48



xz Vect(4
,)

M

+Ey = 1 Vect(42)

·
48 1uz
-

-w u ur141

& B
& 34

⑧

M
ellipse
tourrée

Fin
.
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Pour la Serie 13
dif de difinle positive

Demandez àlos AE - etdéfinie négalit:


